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Groupe de Picard et groupe de Brauer des compactifications lisses d’espaces homoge`nes
Jean-Louis Colliot-The´le`ne et Boris E`. Kunyavski˘ı
Introduction
Soient k un corps de caracte´ristique nulle, k une cloˆture alge´brique. Soit g le groupe de
Galois de k sur k. Etant donne´e une k-varie´te´ alge´brique Z, on note Z = Z ×k k. A` toute k-
varie´te´ projective, lisse et ge´ome´triquement connexe Z, on associe le g-module (module galoisien)
de´fini par le groupe de Picard Pic(Z). Si la varie´te´ Z est unirationnelle, le groupe Pic(Z) est
un groupe abe´lien libre de type fini. Si Z1 et Z2 sont deux k-varie´te´s projectives, lisses et
ge´ome´triquement connexes k-birationnellement e´quivalentes, les modules galoisiens Pic(Z1) et
Pic(Z2) sont isomorphes a` addition pre`s de g-modules de permutation (de type fini) ([CT/San2,
Prop. 2.A.1]). Le groupe de cohomologieH1(g,Pic(Z)) est un invariant k-birationnel e´troitement
lie´ au groupe H2e´t(Z,Gm), qui est le groupe de Brauer cohomologique de Z, note´ Br(Z) (voir la
proposition 1.1 ci-dessous).
Voskresenski˘ı (1974) montra que pour tout k-tore T et toute k-compactification lisse Tc de T ,
le module galoisien Pic(T c) posse`de la proprie´te´ remarquable suivante : pour tout sous-groupe
ferme´ h ⊂ g, on a Ext1h(Pic(T c),Z) = 0 ([Vos1] ; [Vos2], IV.4.49 ; voir aussi [CT/San1], §2 et
[Vos3], §4.6). Dans la terminologie introduite dans [CT/San1], le module galoisien Pic(T c) est
un module flasque. Un argument simple donne´ dans un article re´cent ([B/K2], 2004) montre que
ce re´sultat s’e´tend aux groupes line´aires connexes : pour toute k-compactification lisse Gc d’un
k-groupe line´aire connexe G, le module galoisien Pic(Gc) est flasque.
Le fait que le module galoisien Pic(Gc) est flasque permet de calculer ce module, a` addition
pre`s d’un g-module de permutation, et de donner une formule simple pour le groupe de Brauer
de Gc, ceci purement en termes du groupe G, sans avoir a` en exhiber une compactification lisse
([CT/San1] dans le cas des tores ; [B/K2], [CT] pour les groupes line´aires connexes).
Dans cet article, nous montrons que des re´sultats analogues valent plus ge´ne´ralement pour les
compactifications lisses d’espaces homoge`nes de groupes line´aires connexes, quand le stabilisateur
ge´ome´trique est connexe.
Soient G un k-groupe connexe et X/k un espace homoge`ne de G. Le stabilisateur ge´ome´trique,
c’est-a`-dire le groupe d’isotropie d’un k-point de X = X ×k k est bien de´fini a` k-isomorphisme
non unique pre`s. On note H ce groupe. Supposons le groupe H connexe. Il y a alors un k-tore
T naturellement associe´ au G-espace homoge`ne X , tel que T soit le plus grand quotient torique
H
tor
de H. Une de´finition de ce k-tore associe´ est donne´e par Borovoi dans [Bo2, 4.1]. On en
trouvera une autre au §1.
Soit Xc une k-compactification lisse de X . La k-varie´te´ Xc est unirationnelle, le groupe de
Picard Pic(Xc) est un g-module continu discret Z-libre de type fini et le groupe Br(Xc) est
fini. On note Br1(Xc) le noyau de l’application de restriction Br(Xc) → Br(Xc). Le quotient
du groupe de Brauer Br1(Xc) par l’image du groupe Br(k) est un sous-groupe du groupe fini
H1(g,Pic(Xc)) (Prop. 1.1).
A` tout g-module continu discret M et tout entier naturel i on associe le groupe
Xiω(k,M) = Ker[H
i(g,M)→
∏
h
Hi(h,M)],
ou` h parcourt les sous-groupes ferme´s procycliques de g.
Le but principal de l’article est d’e´tablir le the´ore`me suivant (The´ore`me 5.1).
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The´ore`me A Soient k un corps de caracte´ristique nulle, G un k-groupe line´aire connexe,
X une k-varie´te´ espace homoge`ne de G, de stabilisateur ge´ome´trique connexe. Soit Xc une
k-compactification lisse de X.
(i) Le g-module Pic(Xc) est un g-module flasque, c’est-a`-dire que pour tout sous-groupe ferme´
h ⊂ g, on a H1(h,HomZ(Pic(Xc),Z)) = 0, soit encore Ext
1
h(Pic(Xc),Z) = 0.
(ii) Pour tout sous-groupe ferme´ procyclique h ⊂ g, on a H1(h,Pic(Xc)) = 0.
(iii) Soit T le k-tore associe´ au G-espace homoge`ne X, et soit Tˆ son groupe des caracte`res.
Si G est un groupe line´aire quasitrivial, i.e. extension d’un k-tore quasitrivial par un k-groupe
simplement connexe, alors le quotient du groupe Br1(Xc) par l’image du groupe Br(k) s’injecte
dans le groupe X1ω(k, Tˆ ), et est isomorphe a` ce dernier groupe si X(k) 6= ∅ ou si k est un corps
de nombres.
Sous l’hypothe`se de (iii), nous montrons comment le g-module Z-libre de type fini Pic(Xc)
est de´termine´, a` addition pre`s d’un g-module de permutation, par le k-tore T – en particulier il
ne de´pend pas du groupe quasi-trivial G. Ce the´ore`me est une extension naturelle de re´sultats
bien connus dans le cas ou` G est un tore alge´brique (§2).
Pour G semi-simple simplement connexe, l’e´nonce´ (iii) combine´ avec un the´ore`me de Bogo-
molov (The´ore`me 1.4 ci-dessous) e´tablit une conjecture propose´e au §5 de [CT/K]. Cette conjec-
ture e´tait motive´e par les re´sultats de Borovoi [Bo2] sur le principe de Hasse et l’approximation
faible pour les espaces homoge`nes de´finis sur un corps de nombres.
Un ingre´dient important de la de´monstration est le the´ore`me suivant (The´ore`me 4.2).
The´ore`me B Soit A un anneau de valuation discre`te de corps des fractions K, de corps
re´siduel k de caracte´ristique nulle. Soit G un K-groupe quasitrivial et soit E/K un G-espace
homoge`ne de stabilisateur ge´ome´trique connexe et de tore associe´ trivial. Soit X un A-sche´ma
propre, re´gulier, inte`gre, dont la fibre ge´ne´rique contient E comme ouvert dense. Alors il existe
une composante de multiplicite´ 1 de la fibre spe´ciale de X/A qui est ge´ome´triquement inte`gre
sur son corps de base k.
L’hypothe`se que le tore T associe´ est trivial (T = 1) e´quivaut au fait que le quotient du
stabilisateur ge´ome´trique H par son radical unipotent est un groupe semi-simple (connexe).
Nous discutons aussi un autre invariant, a` savoir l’ensemble des classes de R-e´quivalence sur
les k-points de Xc. C’est l’objet du §6, ou` l’on obtient une minoration de l’ensemble Xc(k)/R
lorsque le corps k est un “bon” corps de dimension cohomologique 2 (par exemple un corps
p-adique).
Dans une premie`re mouture du pre´sent article, sous l’hypothe`se que G est semi-simple
simplement connexe, nous avions e´tabli les points (ii) et (iii) du The´ore`me A, et prouve´ des
cas particuliers du the´ore`me B, dont nous avions montre´ qu’il implique le the´ore`me A. Nos
preuves passaient par un long de´tour arithme´tique (re´duction au cas des corps de nombres et
de leurs comple´te´s). Dans cette version primitive de l’article, un outil de base e´tait un the´ore`me
de Borovoi [Bo1] : si k est un corps p-adique, G un k-groupe semi-simple simplement connexe et
X un espace homoge`ne de G de stabilisateur ge´ome´trique connexe sans quotient torique, alors
X(k) 6= ∅. Lors d’une discussion ou` nous mentionnions l’e´nonce´ du The´ore`me B, Ofer Gabber
nous a sugge´re´ d’utiliser une variante purement alge´brique du the´ore`me de Borovoi pour e´tablir
le The´ore`me B, en utilisant une re´duction toute diffe´rente de celle mentionne´e ci-dessus.
Nous remercions vivement O. Gabber pour son importante suggestion, et P. Gille et
M. Borovoi pour diverses remarques. M. Borovoi a en particulier inde´pendamment remarque´
que l’hypothe`se G semi-simple simplement connexe, que nous avions impose´e dans la version
pre´ce´dente, peut eˆtre omise de la plupart de nos e´nonce´s.
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du Ministe`re de l’Absorption (Israe¨l), de l’Institut Emmy Noether (Fondation Minerva), de la Fondation Israe´lienne
des Sciences (ISF) fonde´e par l’Acade´mie Israe´lienne des Sciences et des Lettres (le programme Centre d’Excellence
“Group-theoretic Methods in the Study of Algebraic Varieties”) et du re´seau europe´en HPRN-CT-2002-00287.
§1. Rappels et pre´liminaires
La cohomologie employe´e est la cohomologie e´tale, qui, sur un corps, donne la cohomologie
galoisienne. On supposera le lecteur familier avec la the´orie fine des tores alge´briques ([CT/San1],
[Vos2], [Vos3]), en particulier avec les notions de tore quasitrivial, de tore flasque, et avec les
divers types de re´solutions flasques (voir aussi [CT/San3]). On utilisera librement des re´sultats
sur les groupes line´aires connexes quelconques que l’on peut trouver dans [San]. On utilisera
librement la notion de R-e´quivalence sur les points k-rationnels d’une varie´te´ alge´brique de´finie
sur un corps k (voir [CT/San1], [Vos3]). Enfin on utilisera librement la conse´quence suivante du
the´ore`me d’Hironaka : si k est un corps de caracte´ristique ze´ro et f : X → Y est un morphisme
de k-varie´te´s quasiprojectives lisses inte`gres, il existe un morphisme fc : Xc → Yc de k-varie´te´s
projectives lisses inte`gres e´tendant f (cf. [B/K1], 1.2.2).
Proposition 1.1 Soient k un corps, k une cloˆture se´parable de k et g = Gal(k/k). Soit X une
k-varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre telle que k
×
= k[X ]×, ou` k[X ]× est le groupe des fonctions
inversibles sur X. La suite spectrale de Leray pour le faisceau Gm et la projection X → Spec(k)
donne naissance a` une suite exacte naturelle
0→ Pic(X)→ Pic(X)g → Br(k)→ Br1(X)→ H
1(g,Pic(X))→ H3(g, k
×
),
ou` Br1(X) = Ker[Br(X)→ Br(X)]. La fle`che H
1(g,Pic(X))→ H3(g, k
×
) est nulle dans chacun
des cas suivants : X(k) 6= ∅ ; k est un corps p-adique ou re´el ; k est un corps de nombres.
De´monstration C’est une conse´quence bien connue de la suite spectrale de Leray pour la
topologie e´tale, le morphisme X → Spec(k) et le faisceau Gm, et de la nullite´ de H
3(g, k
×
) pour
chacun des corps cite´s.
Soient k un corps et G un k-groupe line´aire. On note Gˆ = Homk−groupes(G,Gm,k) le groupe
des caracte`res de G. C’est un g-module continu discret de type fini ; si G est connexe, ce module
n’a pas de Z-torsion.
Soient k un corps, H un k-groupe alge´brique et Y une k-varie´te´ alge´brique. Un torseur (a`
gauche) sur Y sous H est une k-varie´te´ X e´quipe´e d’un morphisme fide`lement plat p : X → Y
et d’une action H ×k X → X du groupe H sur X , respectant le morphisme p, et telle que
le morphisme H ×k X → X ×Y X donne´ par (h, x) 7→ (hx, x) soit un isomorphisme. On a la
de´finition analogue pour un torseur a` droite. On dit parfois espace principal homoge`ne au lieu
de torseur.
Proposition 1.2 (Sansuc [San], Prop. 6.10) Soient k un corps de caracte´ristique ze´ro, H un
k-groupe line´aire connexe, Y une k-varie´te´ lisse ge´ome´triquement connexe et f : X → Y un
torseur sur Y sous H. On a alors une suite exacte
0→ k[Y ]× → k[X ]× → Hˆ → Pic(Y )→ Pic(X).
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Rappelons ici que le groupe des caracte`res Hˆ du groupe connexe H s’identifie au module
galoisien k[H]×/k
×
(lemme de Rosenlicht).
Proposition 1.3 Soient k un corps de caracte´ristique ze´ro et X/k une k-varie´te´ projective,
lisse, ge´ome´triquement connexe. Soit F/k une extension de corps, avec k alge´briquement
ferme´ dans F . Soient k ⊂ F des cloˆtures alge´briques de k et F . Soient gk = Gal(k/k) et
gF = Gal(F/F ). Supposons en outre que le groupe Pic(X ×k k) est un groupe abe´lien de type
fini sans torsion. Alors :
(i) Le groupe de Galois de F sur le corps compose´ L = k.F agit trivialement sur le gF -module
Pic(X ×k F ), qui est donc un g-module. La fle`che naturelle Pic(X ×k k)→ Pic(X ×k F ) est un
isomorphisme de g-modules.
(ii) Chacune des proprie´te´s suivantes vaut pour le gk-module Pic(X ×k k) si et seulement si
elle vaut pour le gF -module Pic(X×k F ) : eˆtre un module de permutation, eˆtre un facteur direct
d’un module de permutation, eˆtre un module flasque, eˆtre e´gal a` un g-re´seau donne´ a` addition
pre`s de modules de permutation.
(iii) Les groupes H1(gk,Pic(X ×k k)) et H
1(gF ,Pic(X ×k F )) sont isomorphes.
(iv) Le quotient de Br1(X) par l’image de Br(k) s’injecte dans le quotient de Br1(XF ) par
l’image de Br(F ).
De´monstration L’hypothe`se que Pic(X ×k k) est un groupe de type fini sans torsion e´quivaut
a` la combinaison de deux faits : le groupe de cohomologie cohe´rente H1(X,OX) est nul et le
groupe de Ne´ron-Severi de X ×k k est sans torsion. La nullite´ de H
1(X,OX) e´quivaut au fait
que la varie´te´ de Picard de X est triviale. Le groupe de Picard de X ×k k co¨ıncide donc avec le
groupe de Ne´ron-Severi de X ×k k, de meˆme pour X ×k F , et il est bien connu que le groupe de
Ne´ron-Severi ne change pas par extension de corps de base alge´briquement clos (ceci se de´duit
facilement du the´ore`me analogue pour la cohomologie e´tale a` coefficients de torsion). Ainsi les
injections naturelles
Pic(X ×k k) →֒ Pic(X ×k L) →֒ Pic(X ×k F )
sont des isomorphismes. Ceci e´tablit l’e´nonce´ (i), qui implique imme´diatement l’e´nonce´ (ii) (siM
est un Gal(F/F )-module de permutation, alors le groupe des points fixes de M sous Gal(F/L)
est un Gal(L/F )-module de permutation, c’est-a`-dire un g-module de permutation). L’e´nonce´
(iii) re´sulte de la suite de restriction-inflation et de la nullite´ de H1(h,M) pour M un groupe
abe´lien sans torsion e´quipe´ d’une action triviale d’un groupe h (profini). L’e´nonce´ (iv) re´sulte
de (iii) et de la proposition 1.1.
Remarque 1.3.1 Par un re´sultat de Serre, l’hypothe`se que Pic(X ×k k) est un groupe de type
fini sans torsion est satisfaite si la k-varie´te´ X ×k k est unirationnelle, ce qui est certainement
le cas pour une compactification lisse d’un espace homoge`ne d’un groupe line´aire connexe.
Remarque 1.3.2 L’inte´reˆt de la proposition 1.3 est que, pour e´tablir l’une des proprie´te´s
voulues pour X/k, on peut supposer X(k) 6= ∅. Par la proposition ci-dessus, il suffit en effet
d’e´tudier X ×k F/F , ou` F = k(X) est le corps des fonctions de X . La F -varie´te´ X ×k F
posse`de un point F -rationnel, donne´ par le point ge´ne´rique de X/k. C’est “l’astuce du passage
au point ge´ne´rique”. Il existe d’autres variantes. Par exemple dans [B/K2], on conside`re
une compactification lisse X d’un groupe alge´brique re´ductif connexe G non ne´cessairement
quaside´ploye´, et l’on passe au corps des fonctions de la varie´te´ des sous-groupes de Borel de G,
ce qui a pour effet de quaside´ployer G.
Pour le the´ore`me suivant, on renvoie a` [Bog] et [CT/San4] (Thm. 9.13).
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The´ore`me 1.4 (Bogomolov) Soient k un corps alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro,
G un k-groupe semi-simple simplement connexe et H ⊂ G un sous-groupe ferme´ connexe. Soit
Xc une compactification lisse du quotient X = G/H. Alors Br(Xc) = 0.
On peut se demander si ce the´ore`me vaut encore si G est une extension d’un tore par un
groupe semi-simple simplement connexe. Si tel e´tait le cas, on pourrait dans le the´ore`me A
remplacer Br1(Xc) par Br(Xc).
Nous donnons maintenant une de´finition du k-tore associe´ a` un espace homoge`ne du type
conside´re´ dans cet article. Soient G un k-groupe line´aire connexe et X/k un espace homoge`ne
de G de stabilisateur ge´ome´trique H connexe. Comme X est ge´ome´triquement inte`gre, le corps
k est alge´briquement ferme´ dans le corps des fonctions k(X) de X , donc k(X) = k(X)⊗k k est
le corps des fonctions de X, et le groupe de Galois de k(X) sur k(X) s’identifie au groupe de
Galois g de k sur k. Si l’on e´tend le corps de base de k a` k(X), le point ge´ne´rique de X permet
d’identifier Xk(X) = X ×k k(X) au quotient de Gk(X) par un k(X)-sous-groupe ferme´ connexe
H0, groupe qui sur k(X) est isomorphe a` H ×k k(X). Si l’on prend le quotient du k(X)-groupe
H0 par son radical unipotent, puis le quotient du groupe obtenu par son groupe de´rive´, on
obtient un k(X)-tore T0 qui sur k(X) vient de k, et qui est donc de´ploye´ par l’extension k(X)
sur k(X). Le groupe des caracte`res de T0 est donc de fac¸on naturelle un g-re´seau, donc le dual
de´finit un unique k-tore T tel que T ×k k(X) ≃ T0. On dira que T est le k-tore associe´ au
G-espace homoge`ne X . Le g-module Tˆ des caracte`res de T est aussi le groupe des caracte`res Hˆ
de H. Lorsque X posse`de un point k-rationnel, le choix d’un k-point x ∈ X(k) de´termine un
k-groupe alge´brique Hx, le fixateur de x, satisfaisant Hx×k k ≃ H. Si l’on quotiente Hx par son
radical unipotent, puis le quotient obtenu par son groupe de´rive´, on obtient un k-tore Htorx , le
plus grand quotient torique de Hx, qui est isomorphe au k-tore T associe´ au G-espace homoge`ne
X = G/Hx.
Terminons ce paragraphe en rappelant la de´finition et quelques proprie´te´s des groupes qua-
sitriviaux ([CT]). Les re´sultats annonce´s dans [CT] le sont pour les groupes re´ductifs connexes,
le cas des groupes line´aires connexes quelconques s’en de´duit aise´ment, en caracte´ristique nulle.
Soit k un corps de caracte´ristique nulle, k une cloˆture alge´brique, g = Gal(k/k). Soit G un
k-groupe line´aire connexe. Le quotient de G par son radical unipotent est un k-groupe re´ductif
connexe Gred. Le groupe Gred est une extension d’un k-tore Gtor par le groupe de´rive´ Gss de
Gred, qui est un k-groupe semi-simple connexe. Le k-groupe G est dit quasitrivial si les deux
proprie´te´s suivantes sont satisfaites :
(i) Le k-tore Gtor est quasitrivial (son groupe des caracte`res est un g-module de permutation).
(ii) Le groupe semi-simple Gss est simplement connexe.
Ceci e´quivaut ([CT], Prop. 1.11) a` la combinaison des deux proprie´te´s suivantes :
(iii) Gˆ ≃ k[G]×/k
×
est un g-module de permutation.
(iv) Pic(G) = 0.
Pour tout k-groupe line´aire connexe G, il existe une suite exacte
1→ F → G1 → G→ 1
ou` G1 est un k-groupe line´aire connexe quasitrivial et F est un k-tore flasque (de groupe des
caracte`res un g-module flasque) central dans G1.
Lemme 1.5 Soit k un corps de caracte´ristique nulle. Soit G un k-groupe line´aire connexe et
X une k-varie´te´ qui est un espace homoge`ne de G a` stabilisateur ge´ome´trique connexe. Il existe
un k-groupe alge´brique line´aire connexe quasitrivial G1 tel que X est un espace homoge`ne de G1
a` stabilisateur connexe.
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De´monstration Soit H le stabilisateur ge´ome´trique pour l’action de G sur X . Soit
1→ F → G1 → G→ 1
une suite exacte comme ci-dessus. La k-varie´te´ X est un espace homoge`ne de G1. Le stabilisateur
ge´ome´trique pour l’action de G1 sur X est une extension (centrale) de H par le k-tore F . C’est
un groupe connexe.
§2 Quotients de tores
Proposition 2.1 Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit 1 → T → P → Q → 1 une
suite exacte de k-tores, avec P quasitrivial. Soit Qc une k-compactification lisse du k-tore Q.
Soit 1→ T → F → P1 → 1 une suite exacte de k-tores avec F flasque et P1 quasitrivial.
(i) Les g-modules Z-libres de type fini Fˆ et Pic(Qc) sont isomorphes a` addition pre`s de
modules de permutation, en particulier Pic(Qc) est un g-module flasque.
(ii) On a
Br(Qc)/Br(k) = H
1(g,Pic(Qc)) = H
1(k, Fˆ ) = X1ω(k, Tˆ ) = X
2
ω(k, Qˆ).
(iii) Qc(k)/R = Q(k)/R = H
1(k, F ).
De´monstration D’apre`s ([CT/San3], (1.3.2)), pour tout k-tore T il existe une suite exacte
1→ T → F → P1 → 1 du type indique´, et le k-tore flasque F est bien de´termine´ a` multiplication
par un k-tore quasitrivial pre`s. Formons l’expulse´ (en anglais : “push-out”) de T → P et T → F .
Ceci donne naissance a` un diagramme commutatif de suites exactes de k-tores :
1 1 1y
y
y
1 −→ T −→ P −→ Q −→ 1y
y
∥∥∥
1 −→ F −→ N −→ Q −→ 1y
y
P1 = P1y
y
1 1
Comme les tores P et P1 sont quasitriviaux, la suite me´diane verticale est scinde´e, d’ou` une
suite exacte
1→ F → P × P1 → Q→ 1.
Cette dernie`re suite est une re´solution flasque du tore Q. Un re´sultat de Voskresenski˘ı (cf.
[CT/San1], Prop. 6) donne alors (i). La proposition 1.1 donne la premie`re e´galite´ dans (ii).
La seconde re´sulte de (i) et de l’annulation de H1(g, Pˆ ) pour un g-module de permutation Pˆ .
Les deux dernie`res e´galite´s de (ii) s’e´tablissent en conside´rant les suites exactes de caracte`res
associe´es aux suites exactes de tores de l’e´nonce´, et en utilisant l’annulation mentionne´e a`
l’instant, l’annulation de H1(h, Fˆ ) pour Fˆ un g-module flasque et h un sous-groupe ferme´
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procyclique de g, et l’annulation de X2ω(k, Pˆ ) pour Pˆ un g-module de permutation. Quant a`
(iii), c’est une application du The´ore`me 2 p. 199 et de la Proposition 13 p. 203 de [CT/San1].
§3. Espaces homoge`nes de groupes line´aires connexes dont le stabilisateur
ge´ome´trique n’a pas de quotient torique
Proposition 3.1 Soient k un corps de caracte´ristique ze´ro, k une cloˆture alge´brique,
g = Gal(k/k), G un k-groupe quasitrivial, X un k-espace homoge`ne sous G a` stabilisateur
ge´ome´trique H connexe. Supposons H
tor
= 1. Soit Xc une k-compactification lisse de X. Alors :
(i) Le g-module Pic(Xc) est stablement de permutation.
(ii) La fle`che naturelle Br(k)→ Br1(Xc) est un isomorphisme.
De´monstration Pour e´tablir le point (i), on peut, d’apre`s la proposition 1.3 et la remarque
1.3.2, supposer X(k) 6= ∅, et donc X = G/H avec H un k-groupe line´aire connexe tel que
Htor = 1. D’apre`s le the´ore`me de Hironaka, il existe une k-compactification lisse Gc de G et
un k-morphisme p : Gc → Xc e´tendant le k-morphisme naturel p : G → G/H. Comme G est
quasitrivial, Pic(G) = 0, et k[G]×/k
×
= Gˆ est un g-module de permutation. Sous l’hypothe`se
H
tor
= 1, on de´duit alors de la proposition 1.2 l’e´galite´ Pic(X) = 0 et le fait que la fle`che naturelle
k[X ]×/k
×
→ k[G]×/k
×
est un isomorphisme. Le g-module k[X ]×/k
×
est en particulier un g-
module de permutation. On dispose alors du diagramme commutatif de suites exactes courtes
0 −→ k[G]×/k
×
−→ Div∞(Gc) −→ Pic(Gc) −→ 0x f∗
x f∗
x f∗
0 −→ k[X ]×/k
×
−→ Div∞(Xc) −→ Pic(Xc) −→ 0.
Dans ce diagramme, la fle`che verticale de gauche est ici un isomorphisme. C’est un the´ore`me
ge´ne´ral de [B/K2] que le g-module Pic(Gc) est un g-module flasque. Comme k[G]
×/k
×
est ici
un g-module de permutation, la suite horizontale supe´rieure est donc scinde´e. La suite exacte
infe´rieure est la re´trotirette (en anglais : “pull-back”) de la suite supe´rieure par l’application
f∗ : Pic(Xc)→ Pic(Gc). Elle est donc aussi scinde´e. Comme k[X ]
×/k
×
et Div∞(Xc) sont tous
deux des g-modules de permutation, ceci e´tablit le point (i).
Etablissons le point (ii). Lorsque X(k) 6= ∅, on a vu ci-dessus que les modules galoisiens
k[X ]×/k
×
et k[G]×/k
×
sont isomorphes. Montrons comment l’astuce du passage au point
ge´ne´rique permet de montrer qu’il en est encore ainsi sans supposer X(k) 6= ∅. Soit E = k(X)
le corps des fonctions de X et L = k(X) le corps des fonctions de X . L’extension L/E
est galoisienne de groupe g. C’est un fait ge´ne´ral que pour tout corps alge´briquement clos
k1, toute extension de corps k1 ⊂ k2 et toute k1-varie´te´ lisse connexe X , la fle`che na-
turelle k1[X ]
×/k×1 → k2[X ]
×/k×2 est un isomorphisme. Les fle`ches k[X ]
×/k
×
→ L[X ]×/L×
et k[G]×/k
×
→ L[G]×/L×, qui sont des homomorphismes de g-modules, sont donc des isomor-
phismes. La E-varie´te´ X ×K E posse`de un point rationnel, correspondant au point ge´ne´rique
de X . L’argument donne´ au point (i) montre alors que l’on dispose d’un g-isomorphisme
L[X ]×/L× ≃ L[G]×/L×. Ainsi les g-modules k[X ]×/k
×
et k[G]×/k
×
sont isomorphes. En par-
ticulier k[X ]×/k
×
est un g-module de permutation. Le the´ore`me 90 de Hilbert assure alors que
la suite exacte e´vidente
1→ k
×
→ k[X ]× → k[X ]×/k
×
→ 1
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est scinde´e. L’application naturelle H2(g, k
×
) → H2(g, k[X ]×) est donc injective. Comme on a
Pic(X) = 0, la suite spectrale de Leray pour le morphisme X → Spec(k) et le faisceau e´tale
Gm donne H
2(g, k[X ]×) ≃ Ker[Br(X) → Br(X)]. Ainsi l’application naturelle Br(k) → Br(X)
est injective, a fortiori en est-il de meˆme de l’application Br(k)→ Br(Xc). D’apre`s le point (i),
le g-module Pic(Xc) est stablement de permutation, en particulier H
1(g,Pic(Xc)) = 0. Une
application de la proposition 1.1 a` Xc donne alors le point (ii).
§4. Le the´ore`me B
L’e´nonce´ suivant rassemble des proprie´te´s connues.
The´ore`me 4.1 Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro, de dimension cohomologique 1. Le
corps K = k((t)) des se´ries formelles en une variable sur k satisfait les proprie´te´s suivantes.
(i) Sa dimension cohomologique est 2.
(ii) Sur toute extension finie de K, indice et exposant des alge`bres simples centrales
co¨ıncident.
(iii) Pour tout K-groupe quasitrivial G sur K, on a H1(K,G) = 1.
(iv) Soient G un K-groupe semi-simple simplement connexe, µ son centre et
1→ µ→ G→ Gad → 1
l’isoge´nie associe´e. Alors la fle`che de bord H1(K,Gad)→ H2(K,µ) est une bijection.
(v) Soient H un K-groupe line´aire connexe et L = (H, κ) un K-lien. Soit Htor le K-tore
associe´ a` L. On dispose d’une application naturelle d’ensembles H2(K,L)→ H2(K,Htor). Un
e´le´ment η ∈ H2(K,L) est neutre si et seulement si son image dans H2(K,Htor) est triviale.
(vi) Soient G un K-groupe quasitrivial et E un espace homoge`ne de G. Si le stabilisateur
ge´ome´trique est connexe et n’a pas de quotient torique, alors E(K) 6= ∅.
Indications Les e´nonce´s (i), (ii) et (iii) sont bien connus. On trouvera des re´fe´rences pre´cises
dans [CTGiPa] (Thm. 1.5). L’e´nonce´ (iii) est duˆ a` Bruhat et Tits lorsque G est un K-groupe
semi-simple simplement connexe, et le cas ge´ne´ral re´sulte du the´ore`me 90 de Hilbert et de la
cohomologie galoisienne de la suite exacte 1 → Gss → G → Gtor → 1. Les e´nonce´s (iv) et (v)
sont dans la the`se de Douai, lequel s’appuie sur les re´sultats de Bruhat et Tits. Comme e´tabli
dans [CTGiPa] (Thm. 2.1 (a)), l’e´nonce´ (iv) vaut pour tout corps K de caracte´ristique nulle
satisfaisant les e´nonce´s (i), (ii) et (iii). De meˆme, l’e´nonce´ (v) vaut pour tout tel corps : c’est le
The´ore`me 5.4 de [CTGiPa], dont la de´monstration combine la me´thode de Borovoi ([Bo1], cas
des corps p-adiques et des corps globaux) et l’e´nonce´ (iv). Comme rappele´ par Borovoi [Bo1],
la donne´e de (G,E) dans (vi) de´finit un K-lien L = (H, κ) et le K-tore associe´ Htor est par
hypothe`se trivial. L’e´nonce´ (vi) re´sulte alors de (v).
Remarque 4.1.1 Les indications donne´es montrent que le the´ore`me 4.1 vaut plus ge´ne´ralement
sur un corps K de caracte´ristique nulle satisfaisant les conditions (i), (ii) et (iii).
On appellera ici bon corps de dimension cohomologique ≤ 2 un corps de caracte´ristique nulle
satisfaisant ces trois conditions. Des exemples de tels corps sont les corps de nombres totalement
imaginaires, les corps p-adiques, les corps de fractions d’anneaux locaux hense´liens de dimension
2 a` corps re´siduel alge´briquement clos, les corps de fonctions de deux variables sur les complexes.
Pour ces derniers corps l’e´nonce´ (ii) est un re´sultat de de Jong et l’e´nonce´ (iii) vaut en l’absence
de type E8. On trouvera des re´fe´rences dans [CTGiPa].
Comme indique´ dans l’introduction, nous devons a` O. Gabber l’ide´e de la de´monstration du
the´ore`me suivant.
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The´ore`me 4.2 (The´ore`me B) Soit A un anneau de valuation discre`te de corps des fractions
K, de corps re´siduel k de caracte´ristique nulle. Soient G un K-groupe quasitrivial et E/K un
espace homoge`ne sous G de stabilisateur ge´ome´trique un groupe connexe sans quotient torique.
Soit X un A-sche´ma propre, re´gulier, inte`gre, dont la fibre ge´ne´rique contient E comme ouvert
dense. Alors il existe une composante de multiplicite´ 1 de la fibre spe´ciale de X/A qui est
ge´ome´triquement inte`gre sur son corps de base k.
De´monstration Un proce´de´ classique, qui apparaˆıt dans la de´monstration du the´ore`me de
Merkur’ev et Suslin, permet de construire une extension l/k avec k alge´briquement ferme´ dans
l et l de dimension cohomologique 1. Indiquons le principe. S’il existe une extension finie k1 de
k et une varie´te´ de Severi-Brauer W non triviale sur k1, on plonge k dans le corps des fonctions
de la descendue a` la Weil Rk1/k(W ). On ite`re a` l’infini le proce´de´. Pour plus de de´tails, voir la
note de Ducros [D].
Soit π une uniformisante de A. Comme le corps re´siduel k est de caracte´ristique ze´ro, le
comple´te´ de A est isomorphe a` k[[t]] ([S], Chap. II, §4, The´ore`me 2), et l’on peut supposer que
l’inclusion A ⊂ k[[t]] envoie π sur t. D’apre`s le the´ore`me 4.1, E(l((t))) 6= ∅. Donc X(l((t))) 6= ∅ et
comme X/A est propre, X(l[[t]]) 6= ∅, c’est-a`-dire qu’il existe un morphisme f : Spec(l[[t]])→ X
tel que le compose´ Spec(l[[t]])→ X → Spec(A) est la fle`che de´duite de A ⊂ k[[t]] ⊂ B = l[[t]].
On conside`re le point (sche´matique) y ∈ X image du point ferme´ de Spec(l[[t]]). C’est un
point de la fibre spe´ciale de X/A. Soit C l’anneau local de X en y. Comme X est re´gulier, C est
un anneau local re´gulier, en particulier factoriel (Auslander-Buchsbaum, Serre). On a alors des
homomorphismes d’anneaux locaux A → C → B, l’homomorphisme compose´ A → B n’e´tant
autre que l’inclusion e´vidente A ⊂ k[[t]] ⊂ l[[t]].
Soit πC = u ·
∏r
i=1 ρ
ni
i , avec les ni > 0, une de´composition de l’image de π dans C : ici
u est une unite´ de C, chaque ρi appartient a` l’ide´al maximal de C et est irre´ductible. Cette
de´composition correspond a` la description de la fibre spe´ciale de X au voisinage du point y. On
a alors l’e´galite´
t = uB ·
r∏
i=1
(ρi,B)
ni ∈ B = l[[t]],
et l’image ρi,B de ρi ∈ C dans B = l[[t]] appartient a` l’ide´al maximal de B = l[[t]]. Ainsi r = 1
et n1 = 1, c’est-a`-dire que πC est un e´le´ment irre´ductible de l’anneau local re´gulier C. Ainsi
la fibre spe´ciale de X/A au voisinage du point y n’a qu’une composante, de multiplicite´ 1, soit
Z. Son corps re´siduel k(Z) est le corps des fractions de C/πC . L’homomorphisme compose´
A → C → l[[t]] induit un homomorphisme compose´ A/π → C/πC → B/t, soit encore
k → C/πC → l. Comme C/πC est re´gulier et en particulier normal, la fermeture alge´brique
k1 de k dans le corps k(Z) est un corps contenu dans C/πC . On a donc les inclusions de corps
k ⊂ k1 ⊂ l. Comme k est alge´briquement ferme´ dans l, on a k = k1 et k est alge´briquement
ferme´ dans k(Z).
§5. Le the´ore`me A
The´ore`me 5.1 (The´ore`me A) Soient k un corps de caracte´ristique nulle, G un k-groupe
line´aire connexe, X une k-varie´te´ espace homoge`ne de G, de stabilisateur ge´ome´trique connexe.
Soit Xc une k-compactification lisse de X.
(i) Le g-module Pic(Xc) est un g-module flasque, c’est-a`-dire que pour tout sous-groupe ferme´
h ⊂ g, on a H1(h,HomZ(Pic(Xc),Z)) = 0, soit encore Ext
1
h(Pic(Xc),Z) = 0.
(ii) Pour tout sous-groupe ferme´ procyclique h ⊂ g, on a H1(h,Pic(Xc)) = 0.
Supposons de plus G quasitrivial, i.e. extension d’un k-tore quasitrivial par un k-groupe
simplement connexe.
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(iii) Soit T le k-tore associe´ au G-espace homoge`ne X. Soit 1→ T → F → P → 1 une suite
exacte de k-tores, avec F flasque et P quasitrivial. Les modules galoisiens Pic(Xc) et Fˆ sont
e´gaux a` addition pre`s de modules de permutation.
(iv) Le quotient de Br1(Xc) par l’image du groupe Br(k) s’injecte dans le groupe X
1
ω(k, Tˆ ),
et est isomorphe a` ce dernier groupe si X(k) 6= ∅ ou si k est un corps de nombres.
De´monstration D’apre`s le lemme 1.5, pour e´tablir ce the´ore`me, on peut supposer d’emble´e le
groupe G quasitrivial.
D’apre`s la proposition 1.3 et les remarques subse´quentes, le changement de base de k au
corps des fonctions de X permet de se ramener au cas ou` X(k) 6= ∅, i.e. X = G/H avec H un
k-sous-groupe ferme´ connexe de G. Soit T = Htor et notons H1 le noyau de H → T . C’est un
k-groupe connexe extension d’un k-groupe semi-simple par un k-groupe unipotent. Rappelons
une construction ge´ome´trique utilise´e par Borovoi (§4.2 de [Bo2]). Soit
1→ T → P → Q→ 1
une suite exacte de k-tores, avec P quasitrivial. Soit Qc une k-compactification lisse du k-tore
Q. Le groupe H agit sur P via l’homomorphisme H → T . On de´finit une action a` droite de H
sur G× P par la formule (g, p) · h = (gh, h−1p). Soit Z = (G× P )/H le quotient de G× P par
cette action.
D’un coˆte´ Z est un torseur sur X sous le k-tore quasitrivial P , via l’action a` droite de P
sur le second facteur de G × P . D’un autre coˆte´ Z est un G-espace homoge`ne a` gauche sur Q,
via l’action a` gauche de G sur le premier facteur de G × P ; un calcul simple montre que les
stabilisateurs ge´ome´triques pour cette action sont isomorphes au groupe connexe H1, qui ve´rifie
H
tor
1 = 1.
Le the´ore`me d’Hironaka assure l’existence d’une k-compactification lisse Zc de Z, d’un k-
morphisme projectif f : Zc → Qc e´tendant Z → Q = P/T et d’un k-morphisme projectif
Zc → Xc e´tendant Z → X . Comme Z est un torseur sur X = G/H sous le k-tore quasitrivial P ,
le the´ore`me 90 sous la forme de Grothendieck implique que Z est k-birationnel au produitX×kP
de X et de la k-varie´te´ k-rationnelle P . Les modules galoisiens Pic(Xc) et Pic(Zc) sont donc
e´gaux a` addition pre`s de modules de permutation, Br(Xc) = Br(Zc) et Br1(Xc) = Br1(Zc).
Il suffit donc d’e´tablir le the´ore`me en y remplac¸ant Xc par Zc. Il existe un ouvert U de Qc,
contenant Q, de comple´mentaire dans Qc un ferme´ R de codimension au moins 2, tel que toutes
les fibres de f : V = f−1(U) → U soient e´quidimensionnelles de dimension dim(Z) − dim(Q).
Soit F0 = f
−1(R) ⊂ Zc le ferme´ comple´mentaire de V .
Il y a un nombre fini de points m de codimension 1 de Qc, dont la fibre f
−1(m) n’est pas
ge´ome´triquement inte`gre sur le corps re´siduel k(m). D’apre`s le the´ore`me 4.2, on peut en chaque
tel point m fixer une composante de multiplicite´ 1 ge´ome´triquement inte`gre de la fibre f−1(m).
Soit Fm ⊂ Zc le ferme´ qui est la re´union des adhe´rences des autres composantes de f
−1(m), et
soit F1 = ∪mFm. C’est un ferme´ propre de Zc. Les points ge´ne´riques des composantes de F1,
qui sont de codimension 1 sur Zc, n’appartiennent pas a` F0. Soit F = F0 ∪ F1 ⊂ Zc.
On a le diagramme de morphismes suivant :
Z ⊂ V ⊂ Zcy
y
y f
Q ⊂ U ⊂ Qc.
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Soient K = k(Q) le corps des fonctions de Q et L = k(Q) = k.K le corps des fonctions de
Q. Soient η = Spec(K) et η = Spec(L). Notons Zc,η la fibre Zc ×Qc Spec(L) de f au-dessus du
point ge´ne´rique de Qc. Soit M le g-module de permutation sur les points de codimension 1 de
Zc appartenant a` F . La restriction de Zc a` Zc,η donne naissance a` un complexe de g-modules :
0→M ⊕ Pic(Qc)→ Pic(Zc)→ Pic(Zc,η)→ 0, (5.1)
ou` la fle`che Pic(Qc)→ Pic(Zc) est donne´e par f
∗.
Lemme 5.1.1 Ce complexe est une suite exacte.
De´monstration La surjectivite´ de Pic(Zc) → Pic(Zc,η) re´sulte de la lissite´ de Zc. Montrons
l’exactitude au terme me´dian. Soit ∆ un diviseur de Zc d’image nulle dans Pic(Zc,η). Le diviseur
∆ est rationnellement e´quivalent sur Zc a` un diviseur dont la restriction a` Zc,η est nulle. Pour
e´tablir l’exactitude, on peut donc supposer que la restriction de ∆ a` Zc,η est nulle, c’est-a`-dire
que ∆ est une combinaison line´aire a` coefficients entiers de diviseurs irre´ductibles (re´duits) δ
sur Zc tels que f(δ) soit de codimension au moins 1 dans Qc. Si l’image f(δ) est de codimension
au moins 2, alors δ est l’une des composantes de F0. Supposons f(δ) = γ de codimension 1. Si
l’image re´ciproque de γ par f est un diviseur irre´ductible de Zc de multiplicite´ 1, alors δ = f
∗(γ)
et la classe de δ appartient a` f∗(Pic(Qc)). Si l’image re´ciproque de γ par f n’est pas inte`gre, soit
δ est une composante de F 1, soit la multiplicite´ de δ dans f
∗(γ) est 1, et l’on a f∗(γ) = δ + δ1,
avec δ1 somme de composantes de F 1. Dans tous les cas, la classe de δ dans Pic(Zc) appartient
a` l’image de M ⊕Pic(Qc). Montrons l’exactitude a` gauche. Soit ∆0 un diviseur de Zc a` support
dans F 0. Soit ∆1 un diviseur de Zc a` support dans F 1. Soit γ un diviseur (non ne´cessairement
irre´ductible) de Qc. Supposons qu’il existe une fonction rationnelle h ∈ k(Zc)
× telle que
∆0 +∆1 + f
∗(γ) = divZc(h) ∈ Div(Zc).
Comme la fibre ge´ne´rique de f est projective, lisse, et ge´ome´triquement inte`gre, cette e´galite´
implique que la fonction h est l’image re´ciproque par f∗ d’une fonction que nous noterons encore
h ∈ k(Qc)
×. On a alors ∆0 +∆1 = f
∗(divQ
c
(h)− γ) ∈ Div(Zc). La restriction de cette e´galite´
a` V se lit ∆1 = f
∗(divU (h) − γ) ∈ Div(V ). D’apre`s la de´finition de F1, cette e´galite´ implique
∆1 = 0 ∈ Div(Zc) et divU (h)−γ = 0 ∈ Div(U). Puisque le comple´mentaire de U dans la varie´te´
lisse Qc est de codimension au moins 2, la dernie`re e´galite´ implique divQ
c
(h)−γ = 0 ∈ Div(Qc).
On en de´duit ∆0 = 0 ∈ Div(Zc), ce qui ache`ve d’e´tablir l’exactitude de la suite (5.1).
Soit K une cloˆture alge´brique de K. D’apre`s la proposition 3.1, la fle`che naturelle Br(L) →
Br(Zc,η) est injective. La proposition 1.1 assure alors que le Gal(K/K)-module Pic(Zc,η) est le
module obtenu en prenant les points fixes de Pic(Zc ×Qc Spec(K)) sous Gal(K/L). D’apre`s la
proposition 3.1, le Gal(K/K)-module Pic(Zc ×Qc Spec(K)) est stablement de permutation, il
en est donc de meˆme du g-module Pic(Zc,η).
D’apre`s la proposition 3.1, la fle`che Br(K)→ Br(Zc,η) est injective. Il en est donc de meˆme
de la fle`che f∗ : Br(Qc) → Br(Zc) (ce qui implique en particulier que la fle`che naturelle
Br(k) → Br(Zc) est une injection) puis de la fle`che Br(Qc)/Br(k) → Br(Zc)/Br(k), et donc
(d’apre`s la proposition 1.1) de H1(g,Pic(Qc)) → H
1(g,Pic(Zc)). Le meˆme argument vaut en
remplac¸ant g par tout sous-groupe ferme´ h ⊂ g. Ainsi pour tout tel sous-groupe h, la suite
exacte (5.1) induit une injection H1(h,Pic(Qc))→ H
1(h,Pic(Zc)).
Lemme 5.1.2 Soient g un groupe profini et 0 → A → B → C → 0 une suite exacte de
g-modules continus de type fini comme groupes abe´liens. Supposons que C est un g-module
stablement de permutation et que pour tout sous-groupe ferme´ h ⊂ g, l’application induite
H1(h,A)→ H1(h,B) est injective (et donc un isomorphisme). Alors la suite est scinde´e.
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De´monstration La suite exacte donne´e induit une suite exacte longue
Homg(C,B)→ Homg(C,C)→ Ext
1
g(C,A)→ Ext
1
g(C,B).
Pour h sous-groupe ferme´ d’indice fini de g et M un g-module continu, on a un isomor-
phisme naturel (Shapiro) Ext1g(Z[g/h],M) ≃ H
1(h,M). L’hypothe`se assure donc que la fle`che
Ext1g(C,A) → Ext
1
g(C,B) est injective, l’application identite´ dans Homg(C,C) se rele`ve en un
e´le´ment de Homg(C,B), la suite est scinde´e.
On voit alors que la suite exacte de g-modules (5.1) est scinde´e, ce qui montre que les g-
modules Pic(Zc) et Pic(Qc) sont e´gaux a` addition pre`s de g-modules de permutation. Il en est
donc aussi de meˆme des g-modules Pic(Xc) et Pic(Qc).
D’apre`s Voskresenski˘ı (voir la proposition 2.1), Pic(Qc) est un g-module flasque. Le g-module
Pic(Xc) est donc flasque. De plus sa classe a` addition pre`s d’un module de permutation est
donne´e par la proposition 2.1. Ceci e´tablit les points (i) a` (iii). Le point (iv) re´sulte alors de la
proposition 1.1.
§6. R-e´quivalence
Dans ce paragraphe, nous utiliserons une proprie´te´ fonctorielle simple des torseurs universels
([CT/San2]). Soit f : X → Y un morphisme de k-varie´te´s lisses, projectives, ge´ome´triquement
inte`gres. Soient M ∈ X(k) et N = f(M) ∈ Y (k). Supposons que les modules galoisiens Pic(X)
et Pic(Y ) sont libres, de type fini sur Z. Soient SX et SY les k-tores duaux de ces g-re´seaux. A`
la fle`che f∗ : Pic(Y )→ Pic(X) correspond un k-homomorphisme de k-tores SX → SY . Soit TX
le torseur universel sur X de fibre triviale en M et soit TY le torseur universel sur Y de fibre
triviale en N . On a alors un isomorphisme de SY -torseurs sur X :
TX ×
SX SY ≃ f
∗(TY ).
Ceci re´sulte imme´diatement de la de´finition des torseurs universels ([CT/San2], p. 408) et de la
fonctorialite´ de la suite (2.0.2) (ibid.). Ceci implique que le diagramme suivant est commutatif
X(k) → H1(k, SX)y
y
Y (k) → H1(k, SY ),
ou` les fle`ches horizontales sont donne´es par e´valuation des torseurs universels TX et TY sur
les k-points. Rappelons par ailleurs que les fle`ches horizontales passent au quotient par la R-
e´quivalence ([CT/San2], Prop. 2.7.2 p. 444).
Soient k un corps de caracte´ristique nulle, X une k-varie´te´ espace homoge`ne d’un k-groupe
line´aire connexe, de stabilisateur ge´ome´trique connexe, et e un k-point de X . Soient Xc une k-
compactification lisse de X et F le k-tore de groupe des caracte`res Fˆ = Pic(Xc). Soit T → Xc
le torseur universel sur Xc de fibre triviale en e. C’est un torseur sur Xc sous le k-tore F . On a
une fle`che d’e´valuation associe´e Xc(k)→ H
1(k, F ), qui induit une fle`che Xc(k)/R→ H
1(k, F ).
The´ore`me 6.1 Avec les notations et hypothe`ses de l’aline´a pre´ce´dent, si k est un bon corps
de dimension cohomologique ≤ 2 (cf. 4.1.1), alors la fle`che Xc(k)/R→ H
1(k, F ) est surjective.
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De´monstration D’apre`s le lemme 1.5, il existe un k-groupe quasitrivial G sous lequel X est un
espace homoge`ne, tel que le stabilisateur de e est un k-groupe line´aire connexe. La construction
ge´ome´trique utilise´e au §5, dont on garde les notations, permet de ramener la proposition pour
X a` la proposition pour Z. On dispose alors de f : Zc → Qc e´tendant le G-espace homoge`ne
f : Z → Q dont tout stabilisateur ge´ome´trique est isomorphe a` un groupe connexe H satisfaisant
H
tor
= 1.
On a le diagramme commutatif
Zc(k)/R → H
1(k, FZc)y
y
Qc(k)/R → H
1(k, FQc)
ou` FZc , resp. FQc , est le k-tore dual de Pic(Zc), resp. Pic(Qc), et ou` les fle`ches horizontales
sont donne´es par les torseurs universels triviaux aux points marque´s e´vidents de Zc et Qc.
Sous les hypothe`ses du the´ore`me, nous voulons montrer que la fle`che Zc(k)/R→ H
1(k, FZc) est
surjective. Par la the´orie des k-tores (Prop. 2.1 (iii)) on sait que la fle`che Qc(k)/R→ H
1(k, FQc)
est un isomorphisme et que la fle`che Q(k) → Qc(k)/R est surjective. On a vu dans la
de´monstration du the´ore`me 5.1 que f∗ : Pic(Qc) → Pic(Zc) est une injection scinde´e de g-
modules, dont le conoyau est un g-module stablement de permutation. Le the´ore`me 90 de Hilbert
implique alors que la fle`che H1(k, FZc)→ H
1(k, FQc) est une bijection. Pour k un bon corps de
dimension cohomologique ≤ 2, la remarque 4.1.1 assure que la fle`che Z(k)→ Q(k) est surjective.
Ainsi pour tout tel corps la fle`che Zc(k)/R→ Qc(k)/R ≃ H
1(k, FQc) est surjective. Ceci ache`ve
la de´monstration.
Question 6.2 Sous les hypothe`ses du the´ore`me 6.1, la fle`che Xc(k)/R → H
1(k, F ) est-elle
une bijection ?
Le the´ore`me 3.4 de [CTGiPa] montre que ce re´sultat impliquerait la finitude de Xc(k)/R dans
chacun des cas cite´s a` la remarque 4.1.1. La finitude dans le cas p-adique est facile a` e´tablir,
mais dans ce cas on aurait plus, on aurait la valeur exacte de Xc(k)/R.
La question 6.2 a une re´ponse affirmative lorsque le sous-groupe ferme´ connexe H est normal
dans G (Gille, [G] et appendice de [B/K2] ; Thm. 6.2 de [CT]).
Le premier cas a` e´tudier est celui ou` k est un corps p-adique et H un groupe semi-simple.
Dans ce cas, au vu de la proposition 3.1, la question est :
Soient k un corps p-adique, G un k-groupe semi-simple simplement connexe, H ⊂ G un k-
sous-groupe ferme´ connexe, semi-simple. Soit Xc une k-compactification lisse de X = G/H. La
R-e´quivalence sur Xc(k) est-elle triviale ?
D’apre`s un re´sultat ge´ne´ral de Kolla´r [K], la question e´quivaut a` celle de la trivialite´ de la
R-e´quivalence sur l’ouvert G/H = X ⊂ Xc.
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